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The derivation Lie algebras of quantum torus have many important application in the
study of the representation theory of Lie algebras. The quantum torus contains the Lau-
rent polynomial ring as its special case, and the derivation Lie algebra of the quantum
torus contains the derivation Lie algebra of certain Jordan algebras as its subalgebras.
Moreover, it is proved that the classifications of the integrable modules over the toroidal
Lie algebras and some extended affine Lie algebras can be reduced to the classification of
the modules over the derivation Lie algebras of the coordinate algebras. The structure
and the representations of derivation Lie algebra of quantum torus have been studied
extensively. In this paper, we focus on studying the representations of the skew deriva-
tion Lie algebra over the rank two quantum torus. We describe the results as follows: In
chapter one, we recall the notion of skew derivation Lie algebra. In chapter two, we in-
troduce a class of infinite-dimensional sl2-modules and the functor F
α
g . Finally in chapter
three, we study the structure of the image modules, under the functor Fαg , of the infinite-
dimensional sl2-modules. Then we get a class of representations of the skew derivation
Lie algebras with infinite-dimensional weight spaces.




























的一个早就包含在Jacobi 的经典著作[J]中。Dayson 也独立地发现了一些Macdonald 等
式，但由于数学家与物理学家缺少交流而使他错失了发现模形式与李代数间更深刻的



































































































首先我们记一些符号，取定复数域上一个有e1, e2为基元的向量空间 U . 令(·, ·)为
U上的一个标准双线性型，即(ei, ej) = δi,j, 1 ≤ i, j ≤ 2. 记 Γ = Ze1 + Ze2,
我们用m,n, r，s来表示Γ中的元素。设u1,u2, · · · ,uk为向量空间中的元素，我们
用〈u1,u2, · · · ,uk〉来表示它们在C上的线性张成。
固定q ∈ C∗ = C \ {0}. 秩为2的量子环面Cq是指C上具有生成元x±11 , x±12 的一个非交
换结合代数，且生成元满足下列关系式：




k xk = 1, 1 ≤ k ≤ 2
对任意n = n1e1 + n2e2 ∈ Γ，我们记xn = xn11 xn22 . 定义σ, f : Γ× Γ → C∗如下：
σ(m,n) = qm2n1 , f(m,n) = qm2n1−m1n2
其中m = m1e1 + m2e2,n = n1e1 + n2e2 ∈ Γ. 则我们有
xmxn = σ(m,n)xm+n, xmxn = f(m,n)xnxm
定义
rad(f) = {m ∈ Γ|f(m,n) = 1,∀n ∈ Γ}
则rad(f)显然是Γ的一个子群。若q不是单位根，则rad(f) = {0}; 若q是一个p次本原单
位根，则




n(1 ≤ k ≤ 2),∀n = n1e1 + n2e2 ∈ Γ
Cq的内导子满足：
adxn(xm) = (σ(n,m)− σ(m,n))xn+m























Cadxn, n /∈ rad(f),
⊕2k=1Cxndk, n ∈ rad(f).
Der(Cq)是一个李代数且具有如下李结构：
(1) ∀s, s′ /∈ rad(f), [adxs, adxs′ ] = σ(s, s′)(1− f(s, s′))adxs+s′ ;
(2) ∀s /∈ rad(f), r ∈ rad(f),u ∈ U , [adxs, D(u, r)] = −(u, s)σ(r, s)adxr+s;
(3) ∀r, r′ ∈ rad(f),u,u′ ∈ U , [D(u, r), D(u′, r′)] = D(w, r + r′),
其中w = σ(r, r′)((u, r′)u′ − (u′, r)u).
1.2 斜导子李代数L
定义1.2.1 对r ∈ rad(f),u = u1e1 + u2e2 ∈ U , 我们记
D(u, r) = xr(u1d1 + u2d2)
L = 〈D(u, r)|(u, r) = 0, r ∈ rad(f),u ∈ U〉 ⊕ 〈adxn|n ∈ Γ〉
我们称L为量子环面上的斜导子的集合。





xm(m2d1 −m1d2), 若m ∈ rad(f),
adxm, 若m ∈ Γ \ rad(f).
则我们有下列结果：
引理1.2.2 L是Der(Cq)的一个李子代数，具有下列基元：















[D(m), D(n)] = g(m,n)D(m + n),
[dk, D(m)] = −[D(m), dk] = mkD(m), 1 ≤ k ≤ 2
[d1, d2] = 0





qm2n1 − qm1n2 , 若m,n /∈ rad(f),
m2n1 −m1n2, 其它.











[h, x] = 2x, [h, y] = −2y, [x, y] = h
对任意λ ∈ C, 我们设Z(λ)为一个具有可数基(v0, v1, v2, · · · )的向量空间，则下列公式
在Z(λ)上定义了一个sl2-模结构(令v−1 = 0)：
(a) hvi = (λ− 2i)vi;
(b) yvi = (i + 1)vi+1;
















引理2.1.2 当λ + 1不是一个正整数时，Z(λ)是一个不可约的sl2-模。
证明：由(c)易证得。 ¤
引理2.1.3 当λ + 1是某个正整数时，sl2-模Z(λ)有一个以vi为极大向量的不可约子




引理2.2.1 [LT2] 设函数g : Γ → C∗满足任意n,m ∈ Γ, s ∈ rad(f)有：
g(n)g(m) = g(n + m), g(s) = 1
则我们有：
(1) 若q 6= 0不是一个单位根，则存在a, b ∈ C∗使g(n) = an1bn2 .
(2) 若q 6= 0是一个p次单位根，则存在µ1, µ2 ∈ Z使g(n) = qµ1n1+µ2n2 .
证明：(1) 对∀n = n1e1 + n2e2 ∈ Γ, 我们有g(n) = g(n1e1 + n2e2) = (g(e1))n1(g(e2))n2 ,
令a = g(e1), b = g(e2) 即得。
(2) 此时，rad(f) = {k1pe1 + k2pe2|k1, k2 ∈ Z}, 记g(e1) = a, g(e2) = b，则由g(pe1) =
ap = 1可知a 是p次单位根，从而存在λ ∈ Z, 使得a = qλ. 同理, 存在µ ∈ Z, 使b = qµ. 因
此g(n) = qλn1+µn2 . ¤
现在我们构造一个从sl2-模到L-模的函子。














且g(s) = 1的函数g : Γ → C∗，定义一个映射
Fαg : sl2-模 −→ L-模,
V 7−→ Fαg (V ) = V ⊗ Cq =
⊕
n∈Γ V (n),
其中V (n) = V ⊗ xn,∀n ∈ Γ, 且L在Fαg (V )上的作用如下定义：
(1) adxsv(n) = σ(s,n)(g(s)− f(n, s))v(n + s),
(2) D(u, r)v(n) = (u,n + α)v(n + r) + A(u, r)v(n + r).





注2.2.3 (1) 对任给的sl2-模V1, V2和h ∈ Homsl2(V1, V2), 令Fαg (h) : Fαg (V1) → Fαg (V2),
v1(n) 7→ h(v1)(n),∀v ∈ V1, n ∈ Γ, 则易知Fαg是从sl2-模到L-模的一个函子。
(2) Fαg (V )是一个关于Cartan子代数{D(u,0)|u ∈ U}的权模，且权空间的维数等于V的
维数，从而Fαg (Z(λ))是具有无穷维权空间的L-模。
(3) 设W为Fαg (V )的一个子模，则W也是一个权模，即我们有: W =
⊕
n∈Γ W (n), 其
中W (n)为W的权空间。
3 第三章 F αg (V )的结构
3.1 Γ上的等价关系
这节中，我们先回顾在[LT1]中定义的Γ上的等价关系，我们将利用这些等价关系来
研究Fαg (V )的结构。对n ∈ Γ, 令
Γ1n = {s /∈ rad(f)|f(n, s) 6= g(s)}
Γ2n = {s /∈ rad(f)|f(n, s) = g(s)且对某个r /∈ rad(f), f(n, r) 6= g(r), f(n + s, r) 6= g(r)}
Γ3n = {s /∈ rad(f)|f(n, s) = g(s)且对任意r /∈ rad(f), 如果 f(n, r) 6= g(r),则f(n+s, r) = g(r)}
Γn = Γ
1














定义3.1.1 对n,m ∈ Γ, 定义
n ∼ m ⇔ n + Γn = m + Γm.
“∼”显然是Γ上一个等价关系。令Γ∗ = Γ/ ∼，并用s̄表示s ∈ Γ所对应的等价类，
则s̄ = s + Γs, Γ =
⊕
s̄∈Γ∗ s̄.
注3.1.2 由定义可知对所有n ∈ Γ下列结果成立：
(1) Γn = Γ
1
n ] Γ2n ] rad(f), Γ = Γn ] Γ3n, rad(f) + Γn = Γn, rad(f) + Γ3n = Γ3n.
(2) s ∈ Γn ⇔ n = n + s.
引理 3.1.3 对Fαg (V )的任意子模W 及n ∈ Γ, v ∈ V , 我们有：
(1) 如果v(n) ∈ W (n) 且s ∈ Γ1n ∪ Γ2n, 则v(n + s) ∈ W (n + s).
(2) 对所有m ∈ Γn 及s /∈ rad(f), 如果m + s ∈ Γ3n, 则adxsv(n + m) = 0.
证明：(1)我们根据s的不同情形分两种情况来证明。
(i) 若s ∈ Γ1n, 即f(n, s) 6= g(s), 则由
adxsv(n) = σ(s,n)(g(s)− f(n, s))v(n + s) ∈ W (n + s)
可得v(n + s) ∈ W (n + s).
(ii) 若s ∈ Γ2n, 即f(n, s) = g(s)且对某个m /∈ rad(f), 有f(n,m) 6= g(m) 且f(n + s,m) 6=
g(m). 从而f(n,m + s) 6= g(m + s). 由(i)可得v(n + m + s) ∈ W (n + m + s). 又
因为f(n + m + s,−m) = f(n + s,−m) 6= g(−m), 再由(i)可得v(n + m + s − m) =
v(n + s) ∈ W (n + s).
(2) 我们给出一个较[LT1]的引理2.6更为简洁的证明。由
adxsv(n + m) = σ(s,n + m)(g(s)− f(n + m, s))v(n + m + s) ∈ W (n + m + s)
可知我们只需证明对任意m ∈ Γn, s /∈ rad(f), 如果m + s ∈ Γ3n, 则f(n + m, s) = g(s).
事实上，对m + s ∈ Γ3n, 我们有
g(m + s) = f(n,m + s) (3.1.1)
且对任意r /∈ rad(f), 如果f(n, r) 6= g(r), 则
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